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Modul Dinamis: Modul ini merupakan salah satu contoh bahan ajar pendidikan kesetaraan yang
berbasis pada kompetensi inti dan kompetensi dasar dan didesain sesuai kurikulum 2013. Sehingga
modul ini merupakan dokumen yang bersifat dinamis dan terbuka lebar sesuai dengan kebutuhan dan
kondisi daerah masing-masing, namun merujuk pada tercapainya standar kompetensi dasar.
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Kata Pengantar

endidikan kesetaraan sebagai pendidikan alternatif memberikan layanan kepada mayarakat yang
karena kondisi geografis, sosial budaya, ekonomi dan psikologis tidak berkesempatan mengiku-
ti pendidikan dasar dan menengah di jalur pendidikan formal. Kurikulum pendidikan kesetaraan
dikembangkan mengacu pada kurikulum 2013 pendidikan dasar dan menengah hasil revisi berdasarkan
peraturan Mendikbud No.24 tahun 2016. Proses adaptasi kurikulum 2013 ke dalam kurikulum pendidikan
kesetaraan adalah melalui proses kontekstualisasi dan fungsionalisasi dari masing-masing kompetensi

dasar, sehingga peserta didik memahami makna dari setiap kompetensi yang dipelajari.

Pembelajaran pendidikan kesetaraan menggunakan prinsip flexible learning sesuai dengan karakteristik
peserta didik kesetaraan. Penerapan prinsip pembelajaran tersebut menggunakan sistem pembelajaran
modular dimana peserta didik memiliki kebebasan dalam penyelesaian tiap modul yang di sajikan. Kon-
sekuensi dari sistem tersebut adalah perlunya disusun modul pembelajaran pendidikan kesetaraan yang
memungkinkan peserta didik untuk belajar dan melakukan evaluasi ketuntasan secara mandiri.

Tahun 2017 Direktorat Pembinaan Pendidikan Keaksaraan dan Kesetaraan, Direktorat Jendral Pendidikan
Anak Usia Dini dan Pendidikan Masyarakat mengembangkan modul pembelajaran pendidikan kesetaraan
dengan melibatkan Pusat Kurikulum dan Perbukuan Kemdikbud, para akademisi, pamong belajar, guru
dan tutor pendidikan kesetaraan. Modul pendidikan kesetaraan disediakan mulai paket A tingkat kompe-
tensi 2 (kelas 4 Paket A). Sedangkan untuk peserta didik Paket A usia sekolah, modul tingkat kompetensi 1
(Paket A setara SD kelas 1-3) menggunakan buku pelajaran Sekolah Dasar kelas 1-3, karena mereka masih

memerlukan banyak bimbingan guru/tutor dan belum bisa belajar secara mandiri.

Kami mengucapkan terimakasih atas partisipasi dari Pusat Kurikulum dan Perbukuan Kemdikbud, para
akademisi, pamong belajar, guru, tutor pendidikan kesetaraan dan semua pihak yang telah berpartisipasi

dalam penyusunan modul ini.

Jakarta, 1 Juli 2020
Plt. Direktur Jenderal

.

Hamid Muhammad
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Petunjuk Penggunaan Modul

Untuk dapat memahami isi modul ini secara maksimal, Anda harus mengikuti petunjuk
penggunaan modul, yaitu:

1.

Perhatikan istilah-istilah yang digunakan dalam modul seperti:

Petunjuk Penggunaan Modul

Bagian ini berisi langkah-langkah yang harus dilakukan untuk memahami modul.
Tujuan Pembelajaran

Bagian ini berisi kemampuan-kemampuan yang dikuasai setelah mempelajari modul.
Pengantar

Bagian ini berisi gambaran uraian materi yang dibahas di dalam modul.
Penugasan

Bagian ini berisi kegiatan yang dilakukan oleh peserta didik dalam memahami
konsep materi di dalam modul.
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Latihan Unit

Bagian ini berisi soal-soal yang dikerjakan oleh peserta didik sebagai penguatan
dalam meningkatkan kemampuan peserta didik.

Rangkuman

Bagian ini berisi ringkasan materi modul secara keseluruhan. Beberapa rumus,
persamaan, dan konsep-konsep yang penting disajikan dalam rangkuman sebagai
penguatan bagi peserta didik.

Latihan Akhir

Bagian ini berbeda dengan latihan pada unit-unit. Bagian ini adalah latihan secara
menyeluruh yang terdiri dari seluruh unit dalam modul ini.

Kunci Jawaban

Bagian ini berisi deskripsi jawaban latihan dan atau kriteria dari suatu penugasan.
Bagian ini dibuka setelah peserta didik menyelesaikan latihan dan atau penugasan
yang dikerjakan setelah mempelajari modul ini.

Glosarium
Berisi istilah-istilah yang menjelaskan konsep yang relevan dengan materi.
Saran Referensi

Bagian ini berisi sumber-sumber lain yang dapat digunakan sebagai tambahan bahan
pembelajaran yang direkomendasikan untuk dicari. Bagian ini lebih menekankan
tambahan pengetahuan bagi peserta didik.

Daftar Pustaka
Bagian ini berisi sumber-sumber bahan bacaan penyusun modul.

2. Modul ini disusun sedemikian rupa dengan tujuan Anda dapat secara mandiri
mempelajari materi modul ini. Namun, apabila masih terdapat kendala dapat
dikonsultasikan kepada tutor. Selain itu, Anda juga diberikan penugasan-penugasan
yang dikerjakan dalam kelompok-kelompok.

3. Anda juga dapat mencari sumber bacaan lain yang relevan dengan materi pada
modul sebagai sumber belajar tambahan.

Catatan:

1. Jangan tergoda untuk melihat kunci jawaban sebelum menyelesaikan soal latihan
baik di tiap unit maupun di akhir modul.
2. Jangan tergoda untuk melihat bagian rangkuman tanpa mempelajari uraian materi
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Kriteria Pindah / Lulus Modul

Anda dianggap tuntas dalam mempelajari modul ini dan boleh pindah ke modul berikutnya
apabila peserta didik mencapai nilai 70 yang dihitung dari perpaduan soal penugasan dan
latihan, baik latihan pada tiap-tiap unit maupun latihan pada akhir modul. Untuk menghitung
perolehan nilai peserta didik menggunakan rumus berikut:

NA = 30% NRP + 30% NRLU + 40% NLA
Keterangan:
NA = Nilai akhir
NRP = Nilai rata-rata penugasan tiap-tiap unit
NRLU = Nilai rata-rata latihan pada tiap-tiap unit
NLA = Nilai latihan akhir modul

Jika nilai Anda masih di bawah 70, maka dianjurkan untuk mempelajari kembali terutama
bagian yang belum dikuasai.

Tujuan yang Diharapkan Setelah Mempelajari Modul

Setelah mempelajari modul 13 ini, diharapkan peserta didik mampu:

1. Menjelaskan keberkaitan turunan pertama dari suatu fungsi yang berkaitan
dengan nilaimaksimum, nilai minimum, selang kemonotonan fungsi, kemiringan
garis singgung serta titik belok dan kecekungan kurva suatu fungsi trigonometri
dengan menggunakan sifat-sifat dan langkah-langkah penyelesaiannya.

2. Menjelaskan keberkaitan turunan kedua dari suatu fungsi yang berkaitan
dengan nilaimaksimum, nilai minimum, selang kemonotonan fungsi, kemiringan
garis singgung serta titik belok dan kecekungan kurva suatu fungsi trigonometri
dengan menggunakan sifat-sifat dan langkah-langkah penyelesaiannya limit
fungsi trigonometri menggunakan contoh atau peristiwa kontekstual.

Menyelesaikan masalah kontekstual yang berkaitan dengan nilai maksimum, nilai
minimum, selang kemonotonan fungsi, dan kemiringan garis singgung serta titik belok dan
selang kecekungan kurva dari fungsi trigonometri dengan menggunakan prosedur dan
strategi penyelesaian masalah sesuai dengan karakteristik masalahnya.
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Pengantar Modul

Pernahkah Anda menaiki roller coaster? Atau pernahkah Anda menaiki motocross? Tentunya
sangat menegangkan bukan? Sangat memacu hormon adrenalin di tubuh kita. Tetapi tahukah
bahwa terdapat pelajaran yang sangat berharga yang dapat kita petik dari kegiatan-kegiatan yang
menguiji nyali tersebut.

Modul 13 ini terdiri dari 2 unit, yaitu unit 1 yang berjudul Roller Coaster, dan unit 2 yang berjudul
Motocross. Semua judul unit tersebut sangat melekat di kehidupan sehari-hari. Roller Coaster
memiliki lintasan yang berliku-liku bahkan ada yang berbentuk melingkar. Di dalam roaller coaster
terdapat suatu titik tertinggi dan titik terendah. Semua hal dalam roaller coaster dibahas pada unit 1.
Motocross juga memiliki lintasan yang berliku-liku dan memiliki titik tertinggi dan titik terendah juga
seperti roaller coaster. Semua hal berkaitan dengan motocross dibahas dalam unit 2.

modul ini diharapkan Anda .

dapat 1)  menjelaskan turunan B Turunan
. fungsi non fungsi Penerapar} dan
keberkaitan turunan aljabar et penggunaan turunan

pertama dari suatu fungsi

Setelah mempelajari

yang berkaitan dengan nilai Q';ﬁ",,’g{(‘;‘i,’?“dm ]

maksimum, nilai minimum, selang kemonotonan fungsi
. .. . . . mmm KKemonotonan fungsi
fungsi, kemiringan garis singgung serta titik

belok dan kecekungan kurva suatu fungsi trigonometri dengan Kecekungan
kurva fungsi

menggunakan sifat-sifat dan langkah-langkah penyelesaiannya;
2) menjelaskan keberkaitan turunan kedua dari suatu fungsi

Titik belok dan
kemiringan garis
singgung fungsi

yang berkaitan dengan nilai maksimum, nilai minimum, selang
kemonotonan fungsi, kemiringan garis singgung serta titik belok dan

kecekungan kurva suatu fungsi trigopnometri dengan menggunakan

sifat-sifat dan langkah-langkah penyelesaiannya limit fungsi trigonometri menggunakan contoh
atau peristiwa kontekstual; dan 3) menyelesaikan masalah kontekstual yang berkaitan dengan nilai
maksimum, nilai minimum, selang kemonotonan fungsi, dan kemiringan garis singgung serta titik
belok dan selang kecekungan kurva dari fungsi trigonometri dengan menggunakan prosedur dan
strategi penyelesaian masalah sesuai dengan karakteristik masalahnya.

Modul ini disajikan dalam konteks yang sangat dekat dengan kehidupan sehari-hari. Modul
ini dilengkapi dengan penugasan dan latihan untuk dapat menguji kemampuan Anda dalam

mempelajari modul ini. Selamat Belajar!
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Halilintar adalah nama salah satu
roller coaster yang terdapat di
Dunia Fantasi (Dufan) Ancol,
Jakarta Utara yang dibangun
pada tahun 1985. Roller coaster
dapat dilalui dalam waktu 1 menit
45 detik dengan kecepatan yang
berbeda-beda saat menanjak
dan saat menurun. Kursi bagian
depan dan bagian belakang
adalah yang paling menantang.
Pernahkah Anda mencobanya?
Bagi yang belum pernah, silakan
mencobanya.

Sumber: https://m.detik.com/travel/domestic-destination/d-

2550705/halilintar-roller-coaster-yang-pasti-dicoba-di-dufan
Gambar 1 Roller Coaster Halilintar yang Berada di
Dunia Fantasi Ancol, Jakarta Utara

A. Titik Balik pada Roller Coaster

Saat menaiki roller coaster kita mengalami
suatu momen di mana kita berhenti untuk bergerak
baik itu naik atau pun turun. Kecepatan kita berubah Titik C
dari sekian puluh km/jam tiba-tiba menghilang
perlahan menjadi nol. Kemudian selang beberapa
waktu kita mulai kembali bergerak kembali dengan Titik D
kecepatan yang seperti pencerminan dari gerak Titik B
sebelumnya. Titik itulah yang disebut dengan titik
balik atau titik kritis suatu fungsi yang dalam hal ini
adalah fungsi roller coaster. Titik balik terjadi saat gradien kurva sama dengan nol.
Gradien dapat kita cari dengan mencari turunan pertama kurva. Gambar 2 di bawah ini
menunjukkan adanya titik-titik balik yaitu titik B dan titik C. Titik A dan titik D bukan
merupakan titik balik

Jika f(x) > 0 menjadi f(x) < 0, maka jenis titik balik ini adalah titik balik maksimum.
Sedangkan jika f(x) < 0 menjadi f(x) > 0, maka jenis titik balik ini adalah titik balik
minimum. Berikut adalah jenis-jenis titik balik:

" Titik A

v

Gambar 2 Titik Balik
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Titik balik
maksimum

Titik balik
- fi =
f(lx) =y inimu (x)=y

| > X > X
/ +f )=0 \ F(x) =0

»
»

fix) =y

Titik belok naik Titik belok turun

=y

v
X

/ f(x)=0 )
+ \
Gambar 3 Jenis-Jenis Titik Balik

Ada kaitan antara tanda dari turunan kedua fungsi pada titik balik f’(x) (dengan x =

Penugasan 1.1

Tujuan: Mendata benda-benda yang menggambarkan kondisi titik balik.

Media: Lingkungan sekitar, buku dan alat tulis.

Langkah-langkah:

1. Berkelilinglah dan amatilah lingkungan di sekitarmu.

2. Catatlah setiap kondisi yang kamu amati yang menurutmu menggambarkan
kondisi titik balik.

3. Bila terdapat kendala, coba konsultasikan dengan tutor.

- J

Contoh Soal 1.1

Tentukan titik balik dan jenisnya dari fungsi f(x) = sin x + cos x, untuk 0° < x < 360°!
Penyelesaian:
Titik balik dicapai jika turunannya adalah nol, sehingga
f(x) = cos x — sin x
f(x) =0=cosx—sinx=0
= COS X = Sin x
#iNx

—— = 1 sehi t =1
pow sehingga tan x

X yang memenuhi adalah x = 45 ° atau x = 225°
Untuk x = 45° = y = cos 45° + sin 45° = ; ] +; Ve =42

Untuk x = 225° = y = cos 225° + sin 225° = _"E :g_% T =2
Titik balik untuk fungsi di atas adalah (45°, +%) dan (225°, 7).
Jadi, titik balik dari fungsi f(x) = sin x + cos x adalah (45°, +Z) yang termasuk nilai

balik maksimum dan (225°, -2) yang termasuk nilai balik minimum.

¢ adalah absis titik balik) dengan jenis titik baliknya. Hal Ini dapat dinyatakan dalam

teorema berikut. B. Nilai Maksimum dan Minimum
Teorema Nilai Balik Nilai maksimum dari suatu fungsi  Njai maksimum
adalah  nilai paling besar yang v
Misalkan y = f(x) terdefinisi pada selang a < x < b yang memuat c, f(x) dan f’(x) ada memungkinkan dari suatu fungsi untuk /\
untuk setiap titik pada selang a < x < b dan misalkan juga f(c) = 0, yang berarti x = ¢ semua daerah asal. Sementara nilai Nilai minimum
adalah absis titik balik. minimum adalah nilai terkecil dari suatu |
1. f’(c) < 0 maka f(c) adalah nilai balik maksimum. fungsi pada daerah domain fungsi v

2. f(c) > 0 maka f(c) adalah nilai balik minimum.

3. f(c) = 0 maka f(c) adalah titik belok. tersebut. Nilai maksimum dan nilai

minimum adalah nilai koordinat fungsi.
Nilai maksimum dan minimum dapat digambarkan seperti gambar 4.

Berani Menjawab Tantangan ’
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Nilai maksimum dan minimum suatu fungsi sering disebut pula dengan nilai Terdapat nilai konstanta 19 sehingga nilai ymaks perlu ditambahkan dari nilai 19
ekstrim. Nilai ekstrim dari fungsi y = f(x) diperoleh untuk x yang memenuhi persamaan g
, . g . ) menjadi:
f(x) = 0. Jika x = a adalah nilai x yang memenuhi persamaan f(x) = 0, maka (a, f(a))
adalanh titik ekstrim fungsi y = f(x). Jenis nilai ekstrim fungsi dapat ditentukan yaitu: Ymaks =19 + fu‘zq- (-5F
e Nilai ekstrim ini akan merupakan nilai maksimum jika f(x) = 0 dan f’(x) < 0
e Nilai ekstrim ini akan merupakan nilai minimum jika f(x) = 0 dan F(x) > 0 ymake =16+ 144 + 25
Untuk kurva y = A sin x + B cos x, dengan A dan B adalah konstanta, nilai maksimum Ymaks = 18 ++/ 169
dan minimumnya dapat dinyatakan menjadi: Ymaks =19+ 13
Ymaks = \':ﬂ.: +B: Ymaks = 32
— Jadi, nilai maksimum dari f(x) = 4 cos?x + 14 sin?x + 24 sin x cos x + 10 adalah 32.
Ymin = — & AT +ET L J

Bentuk jumlah yang melibatkan sin x dan cos x atau sin px dan cos px bisa diubah ke Contoh Soal 1.3

fungsi tunggal cos x atau cos px, seperti berikut. Sebuah pagar dengan tinggi 1,5 m berada 1 m dari sebuah tembok. Terdapat
tangga bertumpu pada tanah, menyentuh bagian atas pagar dan bersandar pada
tembok. Tentukan panjang minimum tangga yang diperlukan agar sesuai dengan
kondisi tersebut! 1C

Penyelesaian:

y=Asinx+Bcosx=Kkcos (x-a)
atau

y = A sin px + B cos px = k cos (px — a) Q tembok

dengan k = ¥ &2 +E¢ dan fan :t.=§
pagar

Contoh Soal 1.2 ~ / | N

Nilai maksimum dari f(x) = 4 cos?x + 14 sin?x + 24 sin x cos x + 10 adalah.... Al tanah P™1m B
Penyelesaian: Pada & APQ dan & ABC berlaku:
Ubah ke dalam bentuk A sin x + B cos x persamaan: PQ =@
(%) =4 cus? x+ 14 sin? x -+ 24 sinxcus x + 10 AP AB
= H in2 ine - 15_ BC
= (%) =4 cos® x+ (4 sin® x +10 sin® x} + 122 sinxcosx} + 10 B T AR
«= f(x)=(4 cos? x +4 sirFx} + 10 sin® x + 12(sin 2x} + 10 AP .BC=1,5+15AP
« f(%) =4( coa? x 1 3in® X} 1 10 8in® x 1 123iN2x% 1 10 BC:%

= f(x) =4(1) + 10 sin® x} + 125in2% + 10 15
Pada segitiga APQ berlaku — = tan g

Ingat zos2x = 1 -2 sinfx sehingga 2 sin‘x = 1-cos 2x. 5P
= 06 = 4(1) + 5(2 sin® xi+12sin2x + 10 BC:EJ, 15
= f(x) =14 +5(1 - cos2x} + 12 sin2x 8 < tf:: o415
= f{x] =14 +5-5coadx + 123indx ’
= f(x) =19 - Scos 2x + 125in2x Pada segitiga APQ berlaku =€ sin & sehingga
| = (%) =-12 5in 2x + 5 cos 2x = 19 ) N Ae Y

a Matematika Peminatan Paket C Setara SMA/MA Kelas XIl Modul Tema 13 Berani Menjawab Tantangan p



4 ™\ C. Selang Kemonotonan Kurva Fungsi Trigonometri
Dalam pembahasan kurva fungsi trigonometri kita mengenal Teorema

M_‘;— Kemonotonan. Fungsi naik dan turun disebut dengan kemonotonan. Adapun bunyi

ﬁ'
fé';r.;a +15 Teorema Kemonotonan sebagai berikut:
A =——
sing
s, 1 :
= AL=
E“E:; sing Andaikan f kontinu pada interval | dan terdiferensiasi pada setiap titik dalam |,
] .
cosd 1.5 maka berlaku:
e AC=Z g?rg.& sing 1. Jika f(x) > 0 untuk semua titik dalam /, maka f naik pada /
1 15 2. Jika f'(x) <0 untuk semua titik dalam /, maka f turun pada /
& A0 ——— - )
cosg sing
= AT = (cos 8" + 1.5 (sin 8" Contoh Soal 1.4 ™

Supaya panjang tangga AC minimum terhadap sudut 8, turunannya harus
sama dengan nol.

= -1{cos gy + 1 5(-1)(sing)y"™ (cos €1 =0

Untuk selang -x < x < x, tentukan daerah fungsi f(x) = sin? x naik!
Penyelesaian:
Karena fungsi f naik, berarti f(x) > 0

& sing (cos 85° - 15 cos @ (singy’ =0 2(sin x)2" (cos x) > 0
sing _ 15cosé 2(sin x)(cos x) > 0
t:c:t:? 9}2 {sin 8 sin2x>0
= (sing)(sin &}2 =15 cos @ (cos e}z U.ntuk titik nol (titik batas),
) 5 sin2x =0
ﬁ(ﬁlﬁ&) -15 sin2x=sin 0
cos @ 2x =0 + k.21 atau 2x = (n- 0) + k.27
""19““;”*5 Untuk k=-1 5 x=-x k=-1-x=l-n=
. V15
$if # =——x= 1 o Untuk k=0 — x=0 k=0—x=Z2
T "+
f1+{2,25 Untuk k=1 —>x= =
_ 1 Misal kita ambil x = 2
L0 f = —e a 4 + - N _
1+%73735 Lalu kita masukkan ke fungsi f'(x) = sin 2x
El — T
1 5 i ‘T} sm(z’ ’T} sin } f»0 (positif ~ 3
panjang tangga AC =Gosg  ane i "
—— Daerah antara 0 dan 3 bertanda positif.
1+32,25 . , .
AC, = .f1+1ff 95 4+ 1 5\‘ Fungsi f naik pada daerah f nya yang po;mf.
V15 Jadi, fungsi f naik pada daerah -7 < x < -=dan
Dengan menggunakan kalkulator saintifik dan pembulatan pada T 2
sepersepuluhan terdekat diperoleh ACmin = 3,5 daerah0<x < >
N Jadi, panjang minimum tangga yang diperlukan adalah 3,5 meter. D o
- /
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D. Selang Kecekungan Kurva Fungsi Trigonometri

Karakteristik suatu fungsi yang naik atau turun dapat kita gunakan untuk
mendeskripsikan grafik fungsi tersebut. Kita dapat menentukan di mana grafik fungsi f
akan cekung ke atas atau cekung ke bawah. Misalkan f terdiferensialkan pada selang
buka /. Grafik f akan cekung ke atas pada / jika ' naik pada selang tersebut dan akan
cekung ke bawah pada / jika ' turun pada selang tersebut. Misalkan f terdiferensialkan
pada selang buka /. Jika grafik f cekung ke atas pada /, maka grafik f berada di atas
semua garis singgungnya pada selang tersebut. (Lihat gambar 5 a)) Misalkan f
terdiferensialkan pada selang buka /. Jika grafik f cekung ke bawah pada /, maka grafik f
berada di bawah semua garis singgungnya pada selang tersebut. (lihat gambar 5 b))

A
A Cekung ke bawah,
Cekung ke atas, f' turun
f' naik %
N S

b \

a
Gambar 5 a) Grafik f Terletak di Atas Semua Garis Singgungnya, dan
b) Grafik f Terletak di Bawah Semua Garis Singgungnya

Teorema Kecekungan

Andaikan f terdiferensiasi dua kali pada interval terbuka /, maka berlaku:
1. Jika ’(x) > 0 untuk semua x dalam /, maka f cekung ke atas pada /
2. Jika f’(x) < 0 untuk semua x dalam /, maka f cekung ke bawah pada /

Untuk menerapkan teorema kecekungan, tentukan lokasi nilai-nilai x sedemikian
sehingga ’ (x) = 0. Gunakan nilai-nilai x tersebut untuk menentukan selang uji.
Kemudian, ujilah tanda f’(x) pada masing-masing selang uiji.

X Contoh Soal 1.5 3

Untuk selang [0, g] tentukan interval di mana fungsi f(x) = Cosx cekung ke

bawah!
Penyelesaian:
f”(x) < 0 agar fungsi cekung ke bawah

fix} =yCosx = {ewx}g

q Matematika Peminatan Paket C Setara SMA/MA Kelas XIl Modul Tema 13

ST
() =L(cos " (- sinx)

L

=2(cos X2 (sinx)
- ¥
== 1
2icosx)2
U =-sin x
U’ =-cos x
¥
V= 2{cosx)z
ot £ - S X
V= Z.E{cm-sx,} Z{-sinx)=—7=
(cozx)l
A2
f(x)= —Z
1 .
-cos x. 2 cos A2 - i-gin x). —5
_ (coax)Z
4 .rr
(2{ r.:crs:r}'?}
o
) 2008 X ﬁg‘r:osx—wu,_; y N
4 cosx JCORX
B Jeosfy sintx
- 4 poe v foOSK
Untuk selang [0,;1] (yaitu 0 = xig) nilai cos x dan sin x selalu positif, sehingga
-Zoog®x-sintx -
bentuk 7’ (x) = = - — = - (negatif).
uk 7" (x) 4CogxyCcos X - (negatif)

Dengan demikian, pada selang

[EI,%] = {x|t}sx5 g,xe R}

Jadi, interval saat f(x) = y/Cosx cekung ke bawah

! |

E,}CER}.

adalah [x | 0 =x=
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Latihan Soal 1

1. Tentukan titik balik dan jenisnya dari fungsi: f(x) = sin x-cos x, untuk 0° < x < 360°!
2. Tentukan nilai minimum fungsi f(x) = 4 sin x + cos 4x pada interval 0 < x < 1809

& - @iy 28

3. Tentukan nilai maksimum £ dari k di mana > 3k pada interval 0 < x < 1809

4. Untuk selang - < x < m, tentukan daerah fungsi f(x) = cos? x naik!

5. Untuk selang [0, 1], tentukan interval di mana fungsi f(x) = y/sin% cekung

bawah!

Matematika Peminatan Paket C Setara SMA/MA Kelas XIl Modul Tema 13

UNIT 2. MOTOCROSS

Pernahkah Anda
melihat kejuaraan
motocross? Atau
mungkin Anda memiliki
motocross di rumah?
Seru bukan? Ya, pasti
sangat seru. Dalam
olahraga motocross kita

biasanya disuguhi

Qs a2 o = dengan pendaratan

' A e - yang sangat memukau.
Sumber: https://img.allw.mn/content/travel/2012/07/41.jpg/ Kemiringan saat

Gambar 6 Gambar Motocross mengendarai motor sangat

penting sekali. Pengendara tidak boleh salah memperkirakan kapan akan mendarat.
Salah sedikit saja tentunya akan berakibat fatal untuk pembalap.

A. Gradien Suatu Kurva
Sebagian besar dari kita pasti telah berkali-kali naik-turun tangga. Perhatikan
gambar berikut:

Gambar 7 Perbandingan Dua Buah Tangga

Tinggi kedua tangga tersebut sama. Apabila kita menaiki tangga biru kita akan
merasa lebih lelah daripada saat kita menaiki tangga orange. Saat menaiki tangga biru
kita mengangkat kaki kita lebih tinggi dari pada saat menaiki tangga orange dengan
cepat sehingga kita merasa lebih cepat lelah. Sedangkan bila kita menaiki tangga orange
kita tidak terlalu lelah dibandingkan saat kita menaiki tangga biru. Kemiringan adalah hal
yang membedakannya. Tangga biru memiliki kemiringan yang lebih besar (lebih tegak)
daripada tangga orange.
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Penugasan 2.1

~
Tujuan: Mendata benda-benda yang memiliki tingkat kemiringan yang mencolok.
Media: Lingkungan sekitar, buku dan alat tulis.
Langkah-langkah:

1. Berkelilinglah dan amatilah lingkungan di sekitarmu.

2. Catatlah setiap semua benda yang menurutmu memiliki tingkat

kemiringan yang mencolok.
3. Bilaterdapat kendala, coba konsultasikan dengan tutor.

\_ J

Kita menyebut tingkat kemiringan
ruas garis ataupun garis sebagai
gradien. Untuk lebih jelas, anda dapat y
perhatikan Gambar 8.

Titik P(x, y) adalah sembarang
titk pada kurva y = f(x). Sehingga f(x+h)
koordinat titikk P dapat dituliskan
sebagai (x, f(x)). Absis titik Q adalah (x

+ h) sehingga koordinat titik Q adalah fx)
{(x + h), (f(x + h))}. Jika h =0, maka S
akan menjadi garis singgung pada 9] X x+h

kurva di titik P. Dengan demikian
gradien garis singgung pada kurva di
titik P adalah sebagai berikut:

Gambar 8 Kurva dengan persamaan y = f(x)

[ = tanQPRe gy BT g }

Artinya gradien garis singgung di titik 4 {a.f(a}) adalah m=f{a)
Langkah-langkah menentukan gradien di titik & {a ffa}} pada kurva y = f(x):
1) Tentukan turunan fungsinya (f'ix}

2) Subtitusi nilai ¥ = a atau absis titik A {&, f{al

3) Gradiennya {1} adalah m =f{a)

[ Contoh Soal 2.1 j

Gradien kurva y=sinx +3¢osx pada x =% adalah. .

Penyelesaian:
m =y’ =cos x— 3sin x

untuk x =7'—;,

q Matematika Peminatan Paket C Setara SMA/MA Kelas XIl Modul Tema 13

M =Cos Gr} Esine}
m=%-§§-3(%ﬁ)
m =- 2

Jadi, gradien kurva y = sgifrx + 3cosx pada x =§ adalah - 2.

[ Contoh Soal 2.2 J ~N

Gradien dari persamaan kurva y = 2 sin x — cos x di titik berabsis 30° adalah...
Penyelesaian:
Gradien diperoleh melalui turunan pertama kurva yaitu m = y* =2 cosx +sinx

Untuk x = 30
m = 2 cos 30%+ sin 30"

1T =1
im —E’.E-Jﬁ -3
— 1
m _{E-i-f
Jadi, gradien kurva y = 2 sin x — cos x di titik berabsis 30° adalah 3 +%.

B. Persamaan Garis Singgung Kurva
Secara umum persamaan garis di titik Al J pada kurva ¥ = f{¥} dapat ditentukan

dengan rumus:
Yoy =mx-xq)

dengan gradiennya mi=f{x,). Hubungan garis singgung kurva dan kurvanya dapat
digambarkan seperti Gambar 9.

Garis singgung
A (x4,
Gambar 9 Garis Singgung Kurva

Dalam menyusun persamaan garis singgung pada kurva, yang dibutuhkan adalah
titik singgung dan gradiennya. Jika diketahui gradiennya, maka kita tinggal mencari titik

singgungnya dengan menggunakan hubungan m:f{x}. Terkadang kita harus mencari
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terlebih dahulu hubungan suatu garis dengan garis lainnya yaitu sejajar atau tegak lurus
melalui gradien yang telah diketahui.

Persamaan garis singgung suatu kurva f(x) pada sembarang titik dapat dibentuk
dengan turunan.
Pada garis ax + by + ¢ = @ dengan kemiringan g, nilai gradien:

&
F?I—E— tan o

Gradien dua garis sejajar yaitu mi,= rm;
1
Gradien dua garis tegak lurus yaitu git, = -—

Membentuk persamaan garis singgung y -¥.= mix -}

Contoh Soal 2.3 J

Tentukan persamaan garis singgung dan garis normal terhadap kurva
¥=x%. 3x + 5 di titik (1, 3)!

Penyelesaian:
Pertama, kita tentukan dahulu gradien kurva di titik (1, 3)
¥=x53x +5

dy

m=$=2x-3

Melalui (1, 3) maka m=2(1)- 3 =-1
Persamaan garis singgung adalah persamaan garis melalui titik (1, 3) dengan
gradien m = -1, yaitu
Y-y =mix- %)
¥-3=-16¢- 1)
y-d=-x+1=y=-x51+4
Garis normal adalah garis yang tegak lurus terhadap garis singgung, sehingga
-1 -1

Dengan demikian, persamaan garis normal melalui (1, 3) adalah
¥-¥.= Mlogemas (% - X%4)

y-FmtE-1} e ym-g2

Jadi, persamaan garis normal melalui (1, 3) adalah y = x + 2.

a Matematika Peminatan Paket C Setara SMA/MA Kelas XIl Modul Tema 13

/( Contoh Soal 2.4 ]

Tentukan persamaan garis
singgung kurva y=_2sinfx*+xz) di
titik berabsis ; i
Penyelesaian:
Pada saat kurvanya y = f(x) = 2 4

»

sin (x + x) dan x, =% gradien y =1(x)
garis singgungnya adalah:
m=1ixl

= -2C0S X

y=mx+c

18
-2c0s 5 (x1, y1)

Maka persamaan garis singgungnya berbentuk:
y=-3x+c

T .
karena ¥, = 5 sehingga y, = 2 8if(x, + 1)

= 2 gin fé-ﬂz)
=2 sinf% -u.}

= 2 sin 240°
= Zf; ¥a
-3
Diperoleh titik (;, y, } yaitu {1;. 3). Masukkan titik tersebut ke persamaan (1)
V3

Vom
= o m— —}- — o —
V3 s te—cC V3 2
. yom
Sehingga y = -3¢ + ¢ — ) = - 13% + 3 - -

LT

Jadi, persamaan garis singgung kurva ¥ = 2 sinn{¥ + ), di titik berabsis 2 adalah

g

j{:-}-‘gx +'F‘E-T.

J
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Latihan Soal 2 N - ~
4

. Fungsi f(x) naik pada selang / jika f(x) > 0 dan turun jika f(x) < 0.
5. Bila f(x) > 0, x €1, maka f(x) cekung ke atas pada /, dan bila f(x) < 0, x€ I

1. Tentukan gradien kurva y = 2 sin x + cos x pada X =E! maka f(x) cekung ke bawah pada /.
1 6. Gradien pada kurva y = f(x) di titik (x+, y1) dapat dinyatakan dengan,
2. Tentukan gradien dari persamaan kurva y = — + cosec x di titik berabsis 30°! e diff}{x _ x?}=§{x - x, ) ataw m = £
3. Tentukan persamaan garis singgung dan garis normal terhadap kurva 7. Persamaan garis singgung yang melalui titik (x4, y1) dengan gradien m adalah
y = 2x2 + x - 6 di titik (2,2)! (y-y1)=m(x-xi)

8. Garis normal adalah garis yang tegak lurus terhadap garis singgung, dengan

4. Tentukan persamaan garis singgung kurva ¥ = & &fir{2x + m) di titik berabsis ;—L! memiliki gradien normal,

PENILAIAN AKHIR MODUL 13

4 )

1. Titik balik terjadi jika dipenuhi f(x) = 0, yaitu titik dimana gradien kurva sama A. Pilihlah satu jawaban yang benar dengan memberi tanda silang (x) pada huruf

dengan nol. a, b, c, d, atau e!
Metode 1: Uji turunan pertama pada kedua sisi di sebelah titik balik.

J-cozdg
a. Jika dari sisi sebelah kiri titik balik menuju ke sisi sebelah kanannya terjadi &l g

1. Nilai maksimum & dari k dimana & 2K dan U = & = T adalah... (SIMAK Ul 2012)

. a. 3 c.4 e.7
perubahan tanda gradien: b 5 46
e Dari f(x) > 0 menjadi f(x) < 0, maka jenis titik baliknya adalah titik balik 2. Nilai minimum fungsi fi}= 2 sinx +cos2x pada interval 0 5 X % 21 adalah. ..
maksimum. (UM-UGM 2015 Matematika IPA)
e Dari f(x) < 0, menjadi f(x) > 0, maka jenis titik baliknya adalah titik balik s- -g g -i e.0

minimum.
b. Jika dari sisi sebelah kiri titik balik menuju ke sisi sebelah kanannya tidak

P - % .
terjadi perubahan tanda gradien: 3. Fungsi [(X)= |sinx +NE , =0 turun pada interval...

e Keduanya f(x) > 0 atau keduanya f(x) < 0, maka jenis titik baliknya g, g g 13T o Ty BT . My g 11T
adalah titik belok. 2 2 |z 12 - ® 5
o b, My T d Dexe T
2. Teorema nilai balik 12 12 3 8
Misalkan y = f(x) terdefinisi pada selang a < x < b yang memuat c, dan f(x) dan 4. i} = 2 simx - & 8im 2% - %sﬁn&x + Zax meningkat untuk semua X € K jika...
f’(x) ada untuk setiap titik pada selang a < x < b, misalkan juga f(c) = 0, yang a. a= c. M=a=1 e.a>1
berarti x = ¢ adalah absis titik balik, dan berlaku: b.a=0 da=1
a. Jika f(c) < 0 atau negatif, maka j{x) adalah nilai balik maksimum. 5. Pada kurva y = sin x dibuat garis singgung di titik (%, k}. Garis ini memotong
b. ~ Jika (c) > 0 atau positif, maka f{c) adalah nilai balik minimum. sumbu x di A dan sumbu y di B. Luas segitiga AOB adalah...(Soal SIMAK Ul)
3. Nilai ek.strlm y = A sin X + B cos x, dengan A dan B adalah konstanta, maka N (a3 . [ B | E“*E"“Ef
berlaku: £ 18 18
a. Nilai maksimum: Ymaks = ¥ A5 +8° b. %}: d. %ﬁ

-
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6. Titik maksimum dari fungsi f(x}=7—— SlE - pada interval 0{ £ X % 21 adalah. ..
o En1V3) cCnid) e (niv)
Lz
b. {21,2v3) d. (2m,23)
7. Jika f{x} = 2x°-3x% -12x + 7, maka f akan turun pada...
a. (1,2) c. (1,2) e (-1,3)
b. (-1, 2) d. (-1,-2)
8. Nilai Balik maksimum untuk fungsi f{#/=&ingx, 9 = ¥ < 5T adalah...
a. -1 c.-2 e.-3
b. 1 d.2
9. Nilai maksimum fungsi f(¥} = 4cos® x + T4sin’ x + 24sinx . cosx + 10 adalah. ..
a. 30 c. 32 e. 34
b. 31 d. 33
10. Nilai minimum dari fungsi fi¥} =3 cogx + £ siirx adalah...
a. -1 c.-3 e.-5
b. -2 d.-4

B. Selesaikanlah soal-soal di bawah ini dengan tepat!
1. Pada selang (-270°, 90°) tentukan kapan fungsi f{¥ )= % cekung ke atas dan

cekung ke bawah? Tentukan pula titik beloknya!

2. Sebuah kertas karton berbentuk lingkaran dengan jari-jari 8 cm, dipotong sebuah
sektor dengan sudut pusat &. Dengan kertas karton yang telah terpotong ini
dibuat selimut kerucut. Tentukan sudut & agar volume kerucut yang terbentuk
sebesar-besarnya!

3. Sebuah kurva dengan persamaan 3Jxy+y =% +8=0 memotong sumbu x
disebuah titik A. tentukan sudut yang dibentuk oleh garis singgung di A terhadap
sumbu x positif!

4. Sebuah kurva didefinisikan dengan persamaan parameter
¥=0as28+ 70080 y=ain2R -28in@  Tunjukkan bahwa %= tan'g!

5. Sebuah tangga panjangnya 8 meter bersandar pada dinding tegak yang
tingginya 6 meter dengan bagian atas tangga melewati dinding. Jika ujung
bawahnya ditarik horizontal dengan kecepatan 2 meter/detik menjauhi dinding,
tentukan kecepatan vertikal ujung atas tangga pada saat tangga membentuk
sudut 2% dengan permukaan lantai!
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NCI JAWABAN DAN PENS

Kunci Jawaban Latihan Soal 1

Deskripsi Jawaban

1 | Titik balik dicapai jika turunannya adalah nol, sehingga 1
f(x) = sin x — cos x
f(x) =0=sinx—cosx=0 1

= Sin X = COoS X 1
qin %
— = 1 sehingga tan x = 1 2
Ccog X 2
x yang memenuhi adalah x = 45 ° atau x = 225° 1
Untuk x =45° =y =sin 45° + cos 45°
-1+ 12 1
Untuk x = 225° = y = sin 225° + cos 225°
- 1 1
= 17-1\7
=2 )
Titik balik untuk fungsi di atas adalah (45°, Z) dan (225°, -+/2). 9
Jadi, titik balik dari fungsi f(x) = sin x + cos x adalah (45°, +Z) yang
termasuk nilai balik maksimum dan (225°, -+2) yang termasuk nilai
balik minimum.

2 | Titik balik dicapai jika turunannya adalah nol, sehingga 1
f(x) = 4 sin x + cos 4x, 0 < x < 180° 1
f(x) =4 cos x + (-4 sin 4x) = 0 1
f(x) =4 cosx-4sin4x=0 1
f(x) = 4 (cos x — sin 4x) = 0 1
cos x—Sin4x =0 1
COS X = sin 4x 1
COS X = cOS f& - 43:] karena sin 4x = cos (% - ix} 2
x={§-4;{}+n.2n dan x=—(%-4x}+n.2n 2
5x = (%} +n.2x -3x = {Ej +Nn.27 2

_rmgy M _ n : 2
X = ]Tﬂ-[- + 5.231 X = {%j + 3.2?; karena n bilangan
bulat 2

Berani Menjawab Tantangan P



n=o:.x=[%}+9.zn-f: x={gj+§2n_g
n=1=x= [Tﬂ-}+—2n—g X = {%j % =%ﬂ ™
n=2=x= (&) 4220 =M x= (E) + 220 =2 TM

Nilai balik minimum terjadi bila f’ (c) > 0.
f(x) = 4 sin x + cos 4x

f(x) = 4 cos x - 4 sin 4x

f(x) = -4 sin x- 16 cos 4x

oy T . @ "
f(1EI) = -4 sin 0" 1600841!1
=-1,24 - 15,22

=-16,46 < 0 maksimum

b b o
i =-4sin_-16 cos 4
(¢ 6

g
=-2+8
=6 > 0 minimum

i W 1o
f”(,)) =-4sm,)-16cos4,)

=-4-16

= - 20 < 0 maksimum
Nilai minimum f(x) = 4 sin x + cos 4x pada interval 0 < x < 180°
adalah
x—i ;vf(%) =4sin";'_+cos4-'—'_

I-\.
L% )

_2+(
3

=

x=0=1f(0)=4sin0+cos0

=0+1

=1
x =180° = f(180°) = 4 sin 180° + cos 4(180°)

=0+1

=1
Jika ketiganya dibandingkan, maka nilai paling kecil adalah 1.
Jadi, nilai minimum mutlak dari y = 4 sin x + cos 4x adalah 1 yang
terjadi ketika x = 0° dan x = 180°.

2)

[ L I .

[ L S .

R\ N L \ .\ (. -

& - g 28 _ &-gin 28
- 2 3k berarti 3k £ —————.
gl & i &

5 - gin 48 2
Ambil y = g 0 < x < 180°sehingga 3k <y.
Syarat nilai ekstrim adalah y’ = 0. L
& -gin 46
=— =L gunakan aturan pembagian 1
st & v 1
U=5-sind? = U =0-4cos 43 =-4cos 4¢£ 1
V=sin6=V =cos 8
y _uv-uw o 1
Cukup pembilangnya saja sehingga 1
-4 cos 46 .sin 68— (5-sfindd) cos 6=0 1
- cos B (sin 8- (5-s8in6))=0 1
kemungkinan | cos 9=0 1
cos 8 = cos z
2 2
L L
=Ef€=-+n2r dan8=-—-+n.2x
2 2 o
" T T T
=2=n=0==+02m) =< B=-—-+027)=--TM
2 2 2 2
- 5n X % 2
=n=1 =3-‘*E+1(2n)=ETM 9= §+1(2n) = TM 1
kemungkinan Il sin 9 — (5 - siné) = 0 ::
sin6—-&+8in8=0
2 sin £ =5 TM karena nilai sin tidak lebih dari 1. 1
_S—gindg
Ymaks —EH'I‘E 1
5—sindg
=
3 = 1
P
-0
= _T 1
=5 1
3k<5 1
ks>
s 2 1
L : : o
Jadi, nilai maksimum dari k adalah 5
Karena fungsi f(x) = cos? x naik, berarti f'(x) > 0, 1
2(cos x)?' (-sin x) > 0 1
2(cos x)(-sin x) > 0 1
-sin2x =0 1




Untuk titik nol (titik batas),

-sin 2x =sin 0 1
-2x =0 + k.2x atau -2x = (n- 0) + k.2 2
X=-K= A= -%- k= 2
Untuk k=-1 > x =3 k=-1ax=-%+ﬂ=§ 2
Untuk k=0 — x=0 k=0—x=-2 2
Untuk k=1 —> x=-= ;I
Misal kita ambil x = 1
Lalu kita masukkan ke fungsi f'(x) = -sin 2x
F(3)=-sin(2.3) = - sin(%) = -f = 0 (negalif} 1
iy
Daerah antara 0 dan 3 bertanda negatif 1
Fungsi f naik pada daerah f nya yang positif.
+ + 2
-1 -;: 0o Z T 1
2 = T I
Jadi, fungsi f naik pada daerah —SXS 0 dan daerah - <SX<nm
5 | f’(x) < 0agar fungsi cekung ke bawah 1
fex ) =vsinx = { sinx)? 1
i
Fix)  =L{simaf (cosx) 1
s
- ;{ sinx) T {coe x) 1
Cos X
—— 1
2{ sin %2
U = cos x 1
U’ = -sin x 1
i 1
V = Z{ sinx)z
V' = 2 Featuin L] _ CosX ’
= E.E{smx,} Ifcogx) = — 3
{ sinx)2
ULy 1
flx) = 2
2

i
cos x. 2( sin X} -{co8 X). ——
B {alnx e
= — 1
(Ef sﬁr:}?}
. 1
rm—p— lG‘O-E?‘?
_ 2008 X & 8K - :ﬁ N 1
4 in X V&
_ 2eos x. sin x - cos<x 1
- 4 3 20 SN
Untuk selang [{l,;i] (yaitu O =x 5%) nilai cos x dan sin x selalu
1
2008 X, 5N ¥ - COSH 4
ositif, sehingga bentuk f’ (x) = — =-—=+
> 2k ) 4 30 oy EN L -
(positif).
Jadi, f(x) = +/sInx cekung ke atas pada {;{| Jzxs= §= XE R}.
Jumlah skor 130
.. . SkorYang Cipsrelsh
Nilai = x 100
130
Kunci Jawaban Latihan Soal 2
No. ‘ Deskripsi Jawaban ‘ Skor
1 | Untuk mencari gradien kurva y = 2 sin x + cos x dapat dicari melalui 1
turunan pertamanya:
m =y’ =-2 cos X + sin X 1
Untuk x =%, berarti
m=-2 cos [%}ﬁin[%} 1
m=-2(0)+1 1
m =1 1
Jadi, gradien kurva y = sin x + 3 cos x pada % =g adalah 1.
2 1
Untuk mencari gradien kurva y = — + cosec x dapat dicari 1
melalui turunan pertamanya: ’
m =Yy’ = -sin X - cot X . cosec X
Untuk x = 30°
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= _-qQj 0 _ 0 0
m ?ln 301 CO;( 30°. cosec 30 1 4 | Kurvay = f(x) = 2 sin (2x + m) dan x, = E” gradien garis singgungnya
m=- - (E ) —_1—) 1 adalah:
T 2 m=1x)
¥a 2 = -4 cos (2x)
1 1. 1.5 1 I
m=_§-'¥_3v3___ =-4cos(2.E)
T 2t
3,3. : = -4 cos (m)
_ :.T_ 1 2 1 = -4 cos (180°)
m=-- T -7 = 4(-1)=4
. Dengan gradien = 4 diperoleh persamaan garis singgungnya:
| i? 2 1 y=4x+c
m=t-FF.1.2 = con -
2 3.3 Untuk x, = 3 sehingga P 2afnix, + m)
1
1 o
m=-s-3.2 1 = 2sin (34
2 o 3 1
m--1—-2fE 1 —23|n[3r:} 1
2 ¥ = 2 sin 270° 1
Jadi, gradien kurva y = LI cosec x pada X == adalah L. 243 1 ~ 2 1
ge0 X 2 2 =2
3 | Pertama, kita tentukan dahulu gradien kurva di titik (2, 2) Diperoleh titik (,, . } yaitu (Z .3}, 1
y = 2x2 + x - 6 di itik (2, 2) melalui turunan pertamanya 1 - o > )
dly 2=d4-+Cc—Cc=2-21
m=—= x + {1 1 N 1
{i;-z_ . . Sehinggay =4§ +¢ —y=4¢ + 7 - 21
Melalui (2, 2) m.aka. m=4(2) + 1 __9_ _ , 1 Jadi, persamaan garis singgung kurva y = Z sirr{2x + 7}, di titik
Persamaan garis singgung melalui titik (2, 2) dengan gradien m = 9, -
yaitu: berabsis — adalah y = 4x + 2 - 2x.
. 2
y—-2=9(x-2) 1 Jumlah skor 44
y—2=9x-18 1
y= 9X -16 , , 1 . . SkeorYang Clpereleh
Garis normal adalah garis yang tegak lurus terhadap garis Nilai = aa x 100
SN, :eh'”gga ] 1 Kunci Jawaban Penilaian Akhir Modul 13
fr =m— =§
s SN9gie , , A. Pilihan Ganda
Dengan demikian, persamaan garis normal melalui (2, 2) adalah: Nomor Soal 1 > 3 2 5 6 7 8 9 10
Y—2=_E(X—2) 1 Kunci Jawaban A B|B|E|B|A|B|B|C|B
4 Skor 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—-2=—=x+ 1 skor yang diperoleh
Y g ¥ Nilai A = — 2= ﬂﬂ P 100
-1 2
Jadi, persamaan garis normal melalui (2, 2) adalahy — 2 = EX + 5 1
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B. Esai

Kunci Jawaban ‘ Skor

1.

Untuk menentukan cekung ke atas, cekung ke bawah, atau
titik belok, kita lihat dari turunan kedua f(x).

)= 1+ zinx

cosx
Plc)= Cainx) +1

h S'l"ﬂ; x

maka turunan keduanya:

V- U
f{x} =T
_ (cos xJcos® x - ((sin x} + 1) 2 .cosx (-sinx)

(cos®x)’

_eoss ¥+ 2coex sinfx +Z2cos x.sinx
- nost ¥
_(f+ginf x+ 2oing) _ (1 +sinx)
- rNsax T rnsY¥

Bagian pembilang (£ + siri x)* selalu positif atau nol.
.
Maka positif-negatif "{x) = Jﬁ'l';mf}— sekarang tergantung
Cos” X
pada positif-negatif bagian penyebutnya yaitu cos®x.
Untuk titik batas, cos”x =0
cosx = § diperoleh x = + 80° + 270° +450° . .
Buat garis bilangan memuat titik-titik batas

450 270 90 90 270 450

Sementara itu, pembilang = nol jika

1]
(1 inxf=0 s sinxn-t - o [0SR

Untuk nilai-nilai x ini, ¢ogx = G dan untuk nilai-nilai ini i‘"{?{)%
tidak terdefinisi. Kita coba hitung ulang limitnya, misalkan pada
x=27F

. o (frsinx)
o F o=

= lin 2(1 + sinx){ cosx)
Tzt Joosty (-sing)

- 2(T - sipx}
g7 2 COSX ST
. 2+ 2sinx

y—27f -gsmzx

- fin g+ 2cosx
PR gfﬂ-‘ﬂg?}!} 9
= fint 20 7,

J&—e?”th_g éf"f.} ;;t_

£ a a
Bisa diperiksa untuk nilai-nilai & = E??’%FG&?&QQG '
20° 4207, 0107, ...

Berlaku fimi f (x) = 6
Fot

Jadi untuk nilai-nilai E=E"2?¢;‘5‘Esg{1‘;99{1‘5‘3_
= 4507 -810°

i‘”{}:} tidak terdefinisi, namun kita bisa anggap itu adalah titik
belok dalam pengertian limit yaitu fﬂi‘#ﬁj: {. Sekarang kita isi
positif-negatif pada garis bilangannya. Cek untuk x=1{ dan
f*{x} - %:'l—z sehingga

(f +sing)*
o) = cos® 0
o _ (T g
f = T
" =1 = @ (positif)
Untuk daerah lain tinggal disesuaikan positif-negatifnya (selang-
seling)
+ - + -+ = ()

450 270 90, 90 270 450  (x)

(cek untuk x=0)

Jadi, Fungsi f{#} cekung ke atas pada interval (—Eﬂﬂ_j{?ﬁ}+k.3ﬁﬁp,

cekung ke bawah pada interval fHQ’I,E?QE[}ﬂ. 360°, dan tidak memiliki
titik belok, namun jika dianggap ada dalam pengertian limit, maka titik
beloknya terjadi pada
_ {zm‘{ 630°,990°, ...

-90° -450°,-810° ...

2.

Perhatikan bahwa jari-jari karton terpotong dengan panjang 8
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cm akan menjadi garis pelukis kerucut, dan keliling karton ﬁ - 1
terpotong s (lihat gambar!) akan menjadi keliling lingkaran alas ae
kerucut. ﬁ E =(
dr ae 1
T — T ?f 4
. 21 2BE- 7 . 5 (64 - Y 7(.20) {-E)ﬁ;
8.cm 1 (Gunakan turunan u.v yaitu u’v + uv’dengan u = r?) 1
— ¥ , 4
dan v =y 64-r2 sedangkan i [-— didapat karena r=8-—€) 1
ik ik
S QR e
-~ 1 21y B - - =0
1 3 G4 - 1
Misal panjang busur yang terpotong = b (lihat gambar di atas!). 1 wam_ 3 -0
Misalkan pula jari-jari dan tinggi kerucut yang terbentuk ' JB4 - 1
berturut-turut adalah r dan t (/ihat gambar di atas!) 1 T 3
Misal K = keliling kertas karton lingkaran mula-mula, maka iy @4 - =1, T 1
K = 27.8 = 16n cm. Dari definisi sudut dalam radian, 1 v 1
o= panjang busur di depan sudut ¢ 2484 - = —_—
3 Jari-jar fingkaran ] Ve4-r
b 2(64-7) = ¢
=g h=dam 128-2F = f
Karena s menjadi keliling lingkaran alas kerucut yang terbentuk, 128 = 3 1
maka berlaku: 1 128
S = 2nr 1 r =~ 7 .
K=g+p 1
ﬁ 1 128
T8 = 2pr + 8 P= = 1
2ar=16x- 80 . 5 3
re 16z - 80 _ BvZ
- 2 1 B ,,;'E 1
r=8-26 _ 82 3 1
Karena t, r dan garis pelukis 8 cm membentuk segitiga siku-siku, V3 +3
. &8
berlaku: 1 - ?:EE
—_—
1-,,qll&"2- -4 -2 Untuk mendapatkan sudut 4, kita gunakan persamaan yang 1
Volume kerucut yang terbentuk: 1 sudah:da
1 =g.= 1
VT r=8-—0
3 1 g 4 1
. —— g =
= 2a 8L zv@=8-0
Volume akan mencapai maksimum ketika turunannya nol, 1 i@ -8 -EJE 1
T >
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2 =
9= (2-2V8)x
Atau jika diukur dalam satuan derajat, maka:
= 2 = 1]
9=(2-=8)x180
g=a4q"

Kurva Jxy+ - ¥+ 6= memotong sumbu-x di sebuah titik A,
artinya ordinat y, =0, subtitusi ¥,=0 ke persamaan kurva
diperoleh:

I () +Q-x, +8=0—x, =6

Jadi koordinat Afx, ¥, I = Af8,0]

Mencari gradien kurva di titik &(@, (). t

Iy Y-+ G=0
¥ax+1)=x-8=y= :;:31

benfuk —
k'3

u=x-gG=>u=1
¥=3x+1=2v =3
c_uveuy 103 +1) - (x-6)(3)
YR T (e
Gradien kurva di titik A(6,0) adalah
[3(8) +1]- 3[(8 - 8)]

[3(6) + 1F

m(x=8)— ¥ (x=6)=

_1g-0 1
M= er " 19
Sudut yang dibentuk oleh garis singgung di A terhadap sumbu x
positif adalah 95 dengan

m=1&n, = atau

1
— -1 —
@y = lan (19)

Gunakan rumus penjumlahan/ selisih fungsi trigonometri
— 1 \

ar_2 [-.. siry (28 + 8)eins (20 e,-]

dx - g [zms,}(ze 4-9;[::::5{,{29 ] e}]

- 38 . 8
d -4 sin=-sin dy @
2= 2 Zo o =- (terbukt)
-4 5iN>-CoS =

¥ =S A6 + 2 s H

dx . .
6 =-2 §in2e - 2 sing

¥ =&in 26 - 25inf

dy _
B =200520 -2Cosh

Gunakan aturan rantai
dy 2cos2@-2cos@ _ 2(cos2@-cosd]
dx ~ -2sin28-2sing  -2(sin2e +sing}

. Perhatikan gambar berikut.

A

 dy

i dx

| Tangga

| 8m

Vi

l g

! C

| s

1 C

: s

! 6m

v o\ dy

Permu'l;aan Tantai dx

Misalkan pada saat t, sudut antara tangga dengan permukaan
lantai adalah &.jarak ujung bawah tangga ke dinding adalah x
meter, dan jarak ujung atas tangga ke permukaan lantai adalah
y meter.

Oleh karena itu kecepatan vertikal ujung atas tangga

d
dinyatakan, maka kita perlu menentukan d—f pada saat tangga

membentuk sudut 60° dengan permukaan lanatai dan

d—'r' =2 m dei,
Berdasarkan gambar di atas,

fan g —g alauxfang — 4@

Turunan implisit terhadap t dari kedua ruas menghasilkan,

de dx
;{ser:z@ﬁﬂ-lan@ﬁ—t} (M)

a Matematika Peminatan Paket C Setara SMA/MA Kelas XIl Modul Tema 13

Berani Menjawab Tantangan B




Untuk & = 80" berlaku:
W %= = 5 =23
{ii}% =2 midet

Jika hasil di atas disubtitusikan ke persamaan (*) maka
diperoleh,

2/3) 2 32 =0
83 2 = 3(2)

dg 1

@1

Jika kita melihat gambar di atas lagi, maka diperoleh
¥

sint = 8 alau y =8sing

Turunan implisit terhadap t dari kedua ruas menghasilkan,

i—f =8 cos6 § 1
=8 @) 1
3—T =-1 meter/detik 1
Tanda negatif menunjukkan arah ke bawah.
Jadi, kecepatan vertikal ujung atas tangga adalah -1 midet

Jumlah skor 105

gkor yang diperolsh
Nilai B = b fﬂ# pe x 100

Nilai Total = 70%Nilai B + 30%Nilai A
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GLOSARIUM

Gradien
Nilai Ekstrim
Nilai Maksimum

Nilai minimum
Persamaan garis singgung

Teorema Kecekungan

Teorema Kemonotonan

Teorema Nilai Balik

Titik balik atau titik kritis

Tingkat kemiringan ruas garis ataupun garis.

Nilai Maksimum dan nilai minimum.

Nilai paling besar dari fungsi untuk semua daerah

asal.

Nilai terkecil dari suatu fungsi pada daerah domain

fungsi tersebut.

Persamaan kurva yang memiliki bentuk umum

ax+hy+e=4¢0

Andaikan f terdiferensiasi dua kali pada interval

terbuka /, maka berlaku:

1. Jika f(x) > 0 untuk semua x dalam /, maka f
cekung ke atas pada /

2. Jika f(x) < 0 untuk semua x dalam /, maka f
cekung ke bawah pada /

Andaikan f kontinu pada interval / dan terdiferensiasi

pad setiap titik dalam /, maka berlaku:

1. Jika f(x) > 0 untuk semua titik dalam /, maka f
naik pada /

2. Jika f(x) < 0 untuk semua titik dalam /, maka f
turun pada /

Misalkan y = f(x) terdefinisi pada selang a<

x < b yang memuat c, f(x) dan f(x) ada untuk setiap

titik pada selang a< x < b misalkan juga f(c) = 0,

yang berarti x = ¢ adalah absis titik balik. Berlaku

1. f(c) < 0 maka f(c) adalah nilai balik maksimum.

2. f’(c) > 0 maka f(c) adalah nilai balik minimum.

3. f’(c) = 0 maka f(c) adalah titik belok.

Suatu titik di dalam grafik dengan turunan kurva

pertama yang sama dengan nol.
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